Chapitre 0. Rappels sur les suites et les familles

On rappelle d'abord qu'un ensemble E estdditombrables'il est fini ou s'il existe une
bijection de E sur I'ensembié des entiers naturels. L'ensemBlees entiers rationnels, ainsi
que I'ensembl&) des rationnels quelconques, sont dénombribieais I'ensembldR des
nombres réels ne I'est pas [nous le démontreraiiedis dans le cours sur la théorie de la
mesure et de l'intégrale de Lebesgue : varZg)].

Lorsqu'on s'intéresse a un ensemble X, on a sbaveonsidérer des suites finieg){< <
ou infinies &»)n > 1 d'@léments de X [les suites infinies seront soua@pelées simplement
"suites” et notées simplemen,)(. Il arrive aussi qu'on ait a manipuler des suidéedeux
indices, &mrn), Ou méme des "suitesk X dont l'indicei prend ses valeurs dans un ensemble
non dénombrable. La notion générale est cellefageille, qui n'est qu'une autre facon
d'envisager la notion d'applicationune famille (x)in d'éléments deX, "indexée" par un
ensemble quelconqugeest une application dedansX. Autrement dit : pour chaque indice
élément de I'ensemble I, on se donne un élémendéirminé; dans I'ensemble X.

Comme on le sait déja (aussi bien pour les apgmita que pour les suites), il faut se
garder de confondre une famillg){y avec I'ensembleq ; ilJl}de ses éléments i.e. I'ensemble
des valeurs prise par I'application, ou image piar lI'application de | dans X. Plus lI'ensemble
d'indices | et I'ensemble X sont grands, plus & ge familles difféerentes prenant le méme
ensemble de valeurs. Par exemple, considéronsites $inies de éléments (Card(l) p=> 1
; Card(l) est le nombre d'éléments de | et seddrdinal de 1), prenant leurs valeurs dans un
ensemble fini & éléments (Card(X) N). Il y a NP suites différentes car, pour les suites, on
tient comptede l'ordre dans lequel on range les éléments sigite. Alors qu'il n'y a que (G
+ ... + CP) parties ayant au moins un élément et au plé&€ments distincts (lorsque I'on
dénombre les parties, I'ordre ne commg. Plus particulierement encore, prenons lepcas
2 etN = 3 : on vérifie facilement par dénombrement direcil y a 3 = 9 suites de 2 éléments
choisis parmi 3, tandis qu'il y a 3 + 3 = 6 partée% ou 2 éléments dans un ensemble de 3
éléments. Avep = 4 etN = 4, on a 4= 256 suites, et seulementGr G, + C,+C,=4
+6+4+1=15parties a 1, 2, 3 ou 4 éléments den ensemble de 4 élements. Par ailleurs,
si (xn) est une suite infinie de points de X, lI'ensentddeses valeurs, Ax{; n = 1}, n'est pas
nécessairement infini, bien que ce soit en quedguie le "cas général” si X est infini.

Une suite extraite(x,, )i-1 d'une suite infiniex,) est une suite (applicatio®— X, ,

obtenue "en sautant éventuellement des indices, saais en répéter ni retourner en arriere, et
en allant jusqu'a l'infini", i.e. la suite des ioelsn, eststrictement croissante

Considérons une famille (fx; de parties d'un ensemble E, donc une applicagoindans
I'ensemble X=P (E). Laréunion de la familleest la partie de E formée des élémentgii
appartiennent a au moins une partie de la famille :

UA ={x0E; DiDI:x0A}.
il

' PourQ, le résultat peut sembler peu intuitif. Ce qupsasse, c'est qu'on peut montrer facilement queoleut
ExF de deux ensembles dénombrables I'est aus9Q €st I'ensemble des fractiop&y (avecq # O etp/q =p'/q'
si pq' = p'q!) donc s'identifie au produZxZ* ou plus précisément (a cause des fractions élguntes) a une
partie de ce produit.



De méme, l'intersection de la famille est la partie de E formée des élémentgui
appartiennent a toutes les parties de la familles :

NA ={x0E; 0iOl xOA;}.
idl

Il est facile de vérifier que les résultats €léragps sur les réunions et les intersections finies
s'étendent aux familles indexées par un ensemigleapgue. Ainsi, "le complémentaire de la
réunion est l'intersection des complémentaireslicat-versa; et "l'imageéciproque,par une
applicationf, de la réunion (resp. de l'intersection) est lanign (resp. l'intersection) des
images réciproques”. C'est encore vrai pour l'indiggete de laréunion L'image directe de
l'intersection est contenue, mais en géngtradtement dans l'intersection des images directes

f(_ﬂAijD ) f(A;) mais en général( ] f(A;) O f(_ﬂAij.
gl idl

il il



CHAPITRE |
NOTIONS ELEMENTAIRES DE TOPOLOGIE ET D'ANALYSE FONKKONNELLE

La théorie de la mesure (1898-1910) et les didiohs (1950) sont les outils "modernes”
pour étudier les équations aux deérivées partiajesinterviennent si souvent en mécanique et
en physique. De plus, la théorie de la mesure resigpe indispensable dans la théorie des
probabilités. Pour utiliser correctement ces ouillsest vraiment préférable d'acquérir un
minimum de connaissances sur leur fonctionnemeati €erait trés difficile si I'on refusait
d'apprendre méme les notions les plus élémentaleesla topologie et de lanalyse
fonctionnelle - notions qui peuvent rendre des isess dans bien d'autres domaines des
sciences de lingénieur et de la physique, par plkeren optimisation et en analyse
numeérique C'est a ces notions de bageest essentiellement consacré ce chapitre (parée

2).

La partie3, hors programme sauf la définitiofi.3.)(b) et le début de la Sectiq.3.2),
contient quelques résultats un peu plus avancésjegeont utilisés que dans la paielu
chapitre Il, plus la Sec(1.3.4) qui pourrait étre utilisée pour mieux comprenainecours sur
les distributions (mais le cours sur les distribngi n‘aura plus lieu jusqu'a nouvel ordre).

N.B.: Ce polycopié est volontairement assez debhes.faits ou résultatparticulierement
importants commencent en italique gras, par &xiome ou Théoréme Parfois méme,
I'énoncé du résultat sera donné en italique.

1.1. Espaces métriques

(1.1.1) Définition. Soit E un ensemble. On appelflistancesur E toute applicatiod de EXE
dans I'ensemblR , des réelpositif¢ vérifiant les conditions suivantes :

() d(x, y) =d(y, X) quels que soientety dans E.

(i) d(x,y) =0 <=>x =Y.

(i) d(x, 2 < d(x, y) +d(y, 2) quels que soien y etz dans E (ihégalité du triangl®).

Un ensemble E muni d'une distamkg€appelle urspace métrique

(1.1.2)Exemplesle distances

(a) Bien entendu, la distance euclidienne usueli¢espace usuel & trois dimensidtrs

d(x, y) = da(X, y) = (2 - Y1)° + (%2~ Y2)* + (X3 - Ya)* )2,

est effectivement une distance au sens de la téfiniprécédente et se généralise
immédiatement &", définissant la distance euclidienne sur I'espaseel" an dimensions.

(b) Pour les deux autres définitions suivantesRril est aussi facile de vérifier qu'elles
satisfont bien aux propriétés (1.1.1) :

? On rappelle la convention francaise positif (resp.a négatif) <=>0 > 0 (resp.a < 0); eta strictement positif
(resp.a strictement négatif) <=& > 0 (respa < 0).



A%, y) = [Xe-yal + .o + Ko - i, do(X, y) = max (Xi-ya| , ..., Ko - Ynl)-

(c) Soient X un ensemble quelconqud3éX) I'espace vectoriel des applications bornegs
X dansR, i.e. telles qué(X) soit contenu dans un intervalle (borride R. On définit une
distance suB(X), comme suit :

doo(f, g) = sup‘f x)-g (xj.
xOX

En effet, il est clair qué, (f, g) est positif et que (i) et (iii) sont vérified; 8 d. (f, g) =0,
alors nécessairemerit(x) = g(x) Ox O X, doncf = g, ainsi (ii) est vraie aussi. Ceci est le
premier exemple de distance sur un espace de dos¢tinais nous en rencontrerons beaucoup
d'autres. Si X est un ensemble fimi{.. %o}, les applications de X darR s'identifient aux
suites finies € n)1 < n < p de réels et sont donc toutes des applicationsélsri'espac(X)
s'identifie alors a l'espad@®. En revanche, si X est infini (méme s'il reste aiéhrable,
auquel cas les applications de X ddRss'identifient aux suites infinies de réels), les
applications de X darR ne sont pas toutes bornées. De plus, I'enseRibies applications

de X dangR, ainsi que le sous-ensemid€X), sont alors des espaces vectoriels de dimension
infinie, car ils contiennent des sous-espaces de dimefisierp mais arbitrairement grande :

si X contient un ensemble infini dénombrabley, {., x,,...}, considérer l'espace des
applicationd telles qud(x)=0 six n'est pas l'un dgspremiersx,. Ceci permet de comprendre
pourquoi les espaces de fonctions sont, en pratiqugours de dimension infinie.

(1.1.3)Boules, parties bornées, parties ouvertes, voggsa

Définitions Soient E un espace métriquadeéa distance définie sur E.

(a) Soienx[JE etr >0. Laboule ouvertdresp. laboule ferméede centre x et de rayondans
E est I'ensemble

B(x, r) = {yUE; d(x, y)<r} (resp. B'&, r) = {yOE; d(x, y) < 1}).

Par exemple, les boules ouvertes (resp. fermée®) (nsidéré comme espace métrique
avec la distancd(a, £) = |o — 4 ) sont les intervalles ouverts (resp. fermédrde

(b) Soit A une partie de E. On dit que A betnéesi elle est contenue dans une boule.
(c) Soit A une partie de E. On dit que A esverte[sous-entendu : dans E], ou que A est un
ouvert[de E] si, quel que soit le poirtde A, il existe une boule B(r) de E qui est contenue

dans A. On not® I'ensemble des parties ouvertes de E

(d) Soitx un point de E. On dit qu'une partie V de E estaisinage de x darts si V contient
un ouvert contenant

° On considérera aussi des intervalles dans I'erlsesntionné, notdR , obtenu en ajoutantR les deux éléments

-0 et 0. Mais un intervallede R, défini par ses borne@etlb OR (et nonR), sera donc par définition un
intervalleborné



Exercice Montrer que :

(i) La réunion de deux parties bornées est unéedaotnée.

(i) Une boule ouverte est une partie ouverte.

(iif) L'ensemble vidd] et E sont des éléments de I'ensendblge. sont des ouverts de E).
(iv) La réunion d'une famillguelconqued'éléments d® est un élément d@.

(v) L'intersection d'une famillgnie d'éléments d® est un élément de.

(vi) Pour qu'une partie soit ouverte, il faut esulffit qu'elle soit un voisinage de chacun de ses
points.

Remarqudacultative : définition d'une topologie

Soit E un ensemble quelconque. On app#ileologie surE un ensembld de parties de E vérifiant les
propriétés (iii), (iv) et (v); les éléments @& sont lesouverts de la topologi®, et E muni deD s'appelle un

espace topologiqueTout espace métrique est donc aussi un espacdogigue puisqu'il est muni d'une
topologie déduite de la distance par la définifjion Seules certaines topologies peuvent étre abtede cette

facon, elles sont ditasétrisablesDans ce cours, on n‘aura a considérer que debtpes métrisables.

(1.1.4)Parties fermées, adhérence d'une partie, partiesee
Soit E un espace métrique (ou plus généralemeahs@mble muni d'une topologie).

Définition. On dit qu'une partie B de E dsrmée[dans E], ou est un fermé [de E], si le
complémentaire A=E\B est un ouvert.

Exercice Montrer que :
(i) Une boule fermée est une partie fermée.
(i) L'intersection d'une famille quelconque denfiéss, et la réunion d'une famille finie de

fermés, sont des fermés.

Définition. Soit A une partie de E. En raison du résultatc{tdessus, l'intersection des fermés
de E qui contiennent A est un fermé de E; c'est demplus petit fermé de E qui contienne A
("plus petit que" signifie ici "inclus dans": cedgéfinit une relation d'ordre, mais pas une
relation d'ordre total). On appelle ce ferha@hérencede A et on le noté .

(i) Si A est fermé, il est clair que c'est le plypetit fermé contenant A, donc A=
Inversement, si AA, alors A est un fermé. Ainsi : (A fermé) <=> (A3.



Dire qu'un point de E est dané signifie que si F est un fermé tel quéA alorsxdF. Ou
encore que si U=E\F est un ouvert tel que (B\A), alorsx(JU. Ainsi :

[XOA] <=> [OU ouvert, (LhA=0) => (xOU)] <=> [OU ouvert,  OU) => (UnAz0)].

En vertu de la définition d'un voisinagk1.3d), on a donc obtenu la propriété caractéristique
suivante des points de I'adhérec€A étant un sous-ensemble quelconque de E) :

(iv) Proposition Pour que XIA, il faut et il suffit que, pour tout voisinagé de x, on ait
VnA£0O (i.e., il faut et il suffit que "tout voisinaged rencontre A").

Exercice Montrer que :

(v) (A OB)=>(A OB).

(vi) Si A n'est pas fermé, et €ilA \A, tout voisinage d& contient une infinité de points de A.
Définition. Soient A et B deux parties de E. On dit quesddense darB si BO A.

Si A est dens@ansE et distinct de E, A n'est donc pas fermé danBdt.exempleQ) est

dense dan®R. En effet(1.1.3a et ¢, quel que soik[IR, tout voisinage de contient un
intervalle ouvert @, b[, contenani et donc non vide, et "il est bien clair" qu'unitdervalle

contient au moins un rationnel [démonstration pent supposer que- a> 0, donc il existe
un entierq >0 tel que X q (b - @, ougb - ga= 2. Il existe par conséquent un enpidel que

ga <p <gh oua < p/q < b cqgfd. En itérant, on en déduit quee ] contient en fait une
infinité de rationnels].

(vi) Supposons que A soit dense dans B et queludg B soit dense dans une tierce partie C,
I. I.e. B 0 A et CO B. Du résultat (v) ci-dessus, il résulte qBel] A donc CO A. Mais
A puisqueA est fermé (iii), donc A est dense dans C.

Remarque facultativel ous les concepts et résultats de cette sousseéti'exception de (i), ne dépendent que
de la topologie de E (la distance n'y intervierg gar la topologie qui lui est associée). De plesont valables,
aux exceptions (it (vi) prés, pour des espaces topologiques quelcongeegi{@st plus fort). Ainsi, bien que
I'énoncé (vi) ne concerne que la topologie, iltrveai en général que si cette topologie est nadites L'intérét
d'avoir un énoncé "topologique" est que, dans dabmeux espaces fonctionnels métrisables, il n'as ge
distance "naturelle”, i.e. il y a de nombreusetadises, tout aussi bonnes (ou mauvaises) les weeke s autres,
qui donnent la méme topologie. On trouve de nombrexemples de cette situation dans la théorie des
distributions.

(1.1.5)Applications continues, limite d'une suite
Définitions
(a) Soient E et E' deux espaces métriques (ou depaces topologiques). On dit qu'une

applicationf de E dans E' esbntinue au poinky de E si, pour tout voisinage V' f{go) dans
E', il existe un voisinage V dg dans E tel qu§V) O V.



(b) On dit qué estcontinue dangk, ou simplementontinue sif est continue en tout point de
E.

(c) Soit k) n>1 une suite (infinie) de points de E. On dit qusuée ,) tend vers une limite
X[E si, pour tout voisinage V de il existe un entieN tel que le, soient tous dans V pour
n=N. On notex = lim x,,.

n - oo

Soit A une partie de E. Si une suitg)(de points de A tend vers une limxelE, tout
voisinage de contient tous leg, pourn assez grand, donc contient des points de A :é&bapr
le critére(1.1.4(iv)), xOA . Inversement, siJA, appliquons ce critér@.1.4(iv)) en prenant
successivement comme voisinagexdes boules B(, 1/n). Nous obtenons ainsi une suixg) (
de points de A telle qué(x, x,) < 1/n, donc la suitex) tend verx. En résumé :

(i) Pour qu'il existe une suite de pointsAlgui tende vers, il faut et il suffit quexJA .

Exercices
(ii) Traduire la définition (a) en termes de digtas, "avec des".

(iii) Prouver I'équivalence : (F ferm&) (si une suitex,) de points de F tend vers
une limitexCJE, alorsxIF).

(iv) Prouver les caractérisations suivantes d'ypdieation continue :

(a) f continue dans E- (B) OU' ouvert de Ef ™ (U') est un ouvert de E
- (y) OAOE, f(A) O f(A)
< () pour toute suitex() de points de E, gx = lim x,), alors (f (x) = lim f(x,))
n-oo n-oo

= (€) O F' fermé de Ef *(F") est un fermé de E.

Remarque facultativeOn voit qu'a l'exception de (ii), toutes les oo# et résultats de cette sous-section ne

dépendent que de la topologie. Mais pour prouverckractérisations "par les suites" dans (i), éfiYiv), on

utilise en fait la distance, et ces caractérisatiom sont pas valables en général pour une togologn

métrisable. Plus précisément, les implications ae® par ex. f[ continue dans E] => [si

(x=lim x,), alors(f (x) = lim f(x,))], sont vraies pour des espaces topologiques queples
n-oo n-oo

(exercice), mais les implications récipro-ques ot srraies en général que si les topologies de E' sbnt

métrisables. Ceci contribue a rendre difficileultlt des espaces non métrisables, non abordée eamirs.

Enfin, il semble évident qu'une suite ne devraitiaqu'une seule limite (ou pas du tout), maisHggotheses
d'un espace topologiqyé.1.3) ne suffisent pas a le garantir. Heureusement toagiurs vrai "en pratique”, et
notamment c'est vrai dans un espace métrisablec{egp

(1.1.6)Suites de Cauchy, espaces métriques complets

Définition. Soit E un espace métrique. On dit qu'une suijede points de E est urselite de
Cauchysi, pour toute >0, il existe un entieN tel que, poum= N etn = N, on aitd(Xy, X,)<&.



Propositions
() Si une suitex,) tend vers une limitg, alors c'est une suite de Cauchy.

(i) Si (X)) est une suite de Cauchy, et si une suite ext(aj{g -, tend vers une limite,
alors la suitex,) tend vers.

Démonstration Exercice

Définition. Un espace métrique E est diimpletsi toute suite de Cauchy a une limite [sous-
entendu : dans E]J.

Axiome R est un espace métrique comletsqu'il est muni de la distance habituelje, 5)
=la -A).

Il se trouve méme qu® est tres précisément construit pour compléperDans cette
construction abstraite, I'axiome devient bien suthéoreme. Et en efféd n'est pas complet,
carQ est dense dar® (1.1.4) et donc (comme&) # R !) n'est pas fermé dam& or on a le
résultat suivant :

(i) Proposition Soit F une partie d'un espace métrique E. Sumgospie, muni de la
distance définie sur E, I'ensemble F soit un espagteique complet. Alors F est fermée dans
E.

Il suffit de montrer que si une suiteg, de points de F tend vers une limieE, alorsx[IF
(2.1.5(iii)). Or, si &,) a une limitex dans E, c'est une suite de Cauchy d'apres (uyistue
lesx, sont dans F, elle a donc une limjtdansF par hypothése. Mais une suite ne peut avoir
qgu'une seule limite (ce qui se déduit par exemme(iyl et (ii)), doncx = yOF, cqfd.
Réciproguement :

(iv) Proposition Soient E un espace métrique complet et F unéedfarmée de E. Alors F,
muni de la distancd, est un espace métrique complet.

Soit (x,) une suite de Cauchy de points de F. La définitieclessus montre que c'est aussi une
suite de Cauchy dans E. Elle a donc par hypothésdimitex dans E. Mais puisque tend
versx et que F est ferm&[JF (1.1.5(iii) ), donc toute suite de Cauchy de points de F cosverg
dans F, cqfd.

(1.1.7)Espaces métriques compacts

La notion d'espace compact est plus élaborée dies aefinies précédemment. Pourtant,
dansR" et méme dans une "variété" ordinaire (par ex. m®usurface, hypersurface), les
compacts sont “faciles a reconnaitre” car ils ddamt avec les parties fermées et bornées
(théoremede Borel-Lebesgue ci-dessous). De plus, les mt@wiutiles des compacts sont
surtout la propriété de Bolzano-Weierstrass ethioteme de Heine ci-dessous, dont les
eénoncés n'ont rien de spécialement mystérieux.ellifaut donc pas avoir peur du mot
"compact”. Un concept en apparence "évident" conomlai de fonction continue peut se
révéler plus dangereux, si I'on croit a tort que fenctions continues sont toujours de



"bonnes” fonctions. Par exemple, les fonctions iooes de [0,1] danR peuvent n‘avoir de
dérivée a droite en aucun point (sans parler d'une vraie dérivée!) et ces nstres"”
représentent méme, d'une certaine fagon, la "néjates fonctions continues.

Définitions Soient E un espace métriqada distance sur E.

(a) Soita un réel >0. On dit qu'une partie A de E esinalysantdpour E] si, quel que soit
XOE, il existe unyJA tel qued(x, y) < a. (autrement dit, E est une réunion de boulgs 8
avecyJA).

(b) On dit que E egirecompacsi, pourtout réel a >0, il existe une partie-analysantdinie.
On dit que E estompactsi E est préecompaet complet

(c) Une famille de parties de E est appeléeeaouvrement d& si la réunion de la famille est
E. Si ces parties sont des ouverts de E, on ditagfaenille est un recouvrement ouvert.

(i) ThéoremdFréchet). Pour un espace métrique E, les proprgti&antes sont équivalentes:
1) E est compact.

2) De tout recouvrement ouvert de E, on peut ggttan recouvrement (ouvert) fini
("propriétéde Borel-Lebesgue™).

3) De toute suite de points @& on peut extraire une sous-suite convergente
("propriéeté de Bolzano-Weierstrass").

DémonstrationLe schéma est : 1) => 2), 2) => 3) et 3) => Bpé€hdant, la preuve que 1) =>
2) est un peu délicate et nous I'admettrons. Lag datres sont instructives.

Pour voir que 2) => 3), considérons une suite quejue X,) de E et définissons les
ensembles A= {xm; m = n}. Supposons que nous sachions montrer que I'edBon F de
tous IesA_n n'‘est pas vide. Alors nous pourrons extraire deuide &, une sous-suite
convergente, de la facon suivante. Si F n'est jkes ve. s'il existe ur appartenant a tous les
A_n, alors d'aprées le critéf@.1.4(iv)), pour toutn il existey,JA, tel qued(x, y,) < 1h. Par
définition de A, le pointy, est de la formg, =x,, avecm, = n. Pour étre sirs quen., > M,
modifions un peu la définition dg : procédons par récurrence et supposant CoRRX,

prenonsyna = Xp o dans ﬁ\mq) “ tel qued(x, yn+1) < 1/(n+1). Nous construisons ainsi une

M+
Suite extraite )(,Th ) qui converge verg. Maintenant vérifions que F n'est pas vide. ®ihlt,

la réunion des complémentairesﬂ\_lﬁ\ serait un recouvrement ouvert de E, dont par tngsst
on pourrait extraire un recouvrement fini, i.e.eiisterait des entiers; <..< ng tels que
(E\Anl)D....D(E\Ank )=E,ouA, n.nA, =0. Mais par construction, on a

An O Apsin<m, et donc(1.1.4(v)) A_nDA_m ainsi cela signifierait queA, =0, d'ou
Ay, = U, ce qui est manifestement absurde.
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Montrons que 3) => 1) : supposant vraie la pra@rge Bolzano-Weierstrass, il est déja
clair que E est complet. En effet, gi)(est une suite de Cauchy, on peut, par hypottese,
extraire une sous-suite convergente (puisque\aaspour toutes les suites); or la proposition
(1.1.6 (i))) nous dit que dans ces conditions la suitg €st convergente. Pour prouver que,
pour touta >0, il existe une partie-analysante finie, raisonnons par l'absurde : si'est pas
le cas, il existera ur >0 tel que pour toute partie finie A de E, on paisrouver unxtE tel
qued(x, y) > a. pour touty(JA. En partant d'un point quelcongugde E, nous construisons
alors par récurrence une suite)(telle qued(x,, Xn) > a pour tous les indicem et m :
connaissankq,..., Xn, il suffit de prendre A=fq,..., X,} et X = X+1 dans ce qui précede. D'une
telle suite, il n'y a évidemment aucune chancetidigg une sous-suite convergente.

Les autres résultats sur les compacts vont maintéoanber comme des fruits mars.

Définition. Une applicatiorf d'un espace métrique E dans un autre E' esudifermément
continuesi, pour toute >0, il exister7 >0 tel que, poud(x, y) < 77, on aitd'(f(x), f(y)) < &

D'apres la premiére caractérisation d'une applicatontinue dangl.1.5(iv)), il est clair que
toute application uniformément continue est comjnmais la réciproque est fausse en

général, comme le montre 'exemple de la foncien x? deR dansR (vérifier).

(i) Théoréme de Hein&i E est un espace métrigue compact, toute apipliccontinue de E
dans un espace métrique E' est uniformément cantinu

Raisonnons encore une fois par lI'absurde : supgageef soit continue dans E, mais pas
uniformément continue. D'apres la définition, iist& € >0 tel que pour tou >0, il existex
ety dans E, vérifiant(x, y) < n etd'(f(x), f(y)) > & Prenong7 =1/n : nous avons une suite,(
yn) de couples de points de E vérifiak,, y,) ) < /n etd'(f(xn), f(yn)) > & D'aprés Bolzano-
Weierstrass, nous pouvons extraire de la suijeupe sous-suit(axnk) qui converge vers une

limite x£JE. On a par constructioui\(xnk ,ynk) <1l/ngetd'(f (Xm)’ f (yrk)) > ¢. La premiére
de ces inégalités entraine que la sous-ilyif;ke) converge aussi vers Il résulte alors de la
deuxieme et de la continuité tiéet ded’) qued'(f(x), f(X)) = &, ce qui est absurde.

Définition. On dit qu'unepartie K d'un espace métrique E esimpacte ou que K est un
compact de E, si l'espace métrigue K est compamtr(fa "distance induite" par celle
considérée sur E, i.e. la méme distadice

D'apres la définition, K doit étre un espace comglalonc fermé dans @.1.6(iii) ). De plus,

il doit exister des partieg-analysantes finies pour toat>0; le simple fait qu'il en existe une
pourun a >0 entraine que K est borné, d'apres l'inégalit&iedngle. Ainsi :

(iii) Si K est une partie compacte de E, alors Kfesnée et bornée.

Dans les espacé¥', cette condition suffit :

10
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(iv) Théoréme de Borel-Lebesgukes parties compactes @' sont exactement les parties
fermées et bornées. Par conséquerk est une partie fermée et bornéeRle alors de toute
suite de points dK, on peut extraire une sous-suite convergente

Nous traitons ici le cas = 1. D'apreés (iii), il s'agit de vérifier que siaupartie K deR est
fermée et bornée, alors K est compacte. CorRmest complet, K est un espace complet
d'apréq1.1.6(iv) ). Montrons que K est un ensemble précompact. Peiggest borné, il est
contenu dans un intervallg,Jb[ de R. Soit a un réel >0. Il existe un entiertel quena >

b - a Posanth = (b - &/n, on obtient une partition de K en la réunion destips | =
Knla + (-1)h, a + jh] pourj = 1,...,n. Prenant un élément dans chacun de ceux; des he
sont pas vides, nous obtenons une partie fir@alysante pour K, donc K est précompact
puisquea est arbitraire. Le casquelconque sera traité a la Sectidr2(3 (points (ii) et (iii)).

(v) ThéoremeSif est une application continue d'un espace métiigdans un autre, E', elle
transforme tout compact de E en un compact de E'.

Soit K un compact de E. Pour montrer (€ est un espace métrique compact, considérons
un instant la restrictiog def a K : c'est une application continue surjectivekdsur f(K);
donc, nous pouvons supposer que K=HK}I=E'. Soit alors un recouvrement de E' par des
ouvertsQ'. Puisquef est continue, les images réciprog@es- f (Q") sont des ouverts de E
dont la réunion recouvre E. Comme E=K est compattpeut en extraire un recouvrement
fini, i.e. E =0Q; 0..0Q; , d'ou E' =f(E) = f(Q; )1..0 f (€ ). Mais pour tout i on &(Qj) =

f(f"%(Q")) = Q, ainsi on a extrait un recouvrement fini, donstaffectivement fini.

(vi) Proposition Sif est une application continue d'un espace métmgnepactE dansR,
elle est bornée ettteint ses bornes

L'imagef(E) est compacte (v), donc fermée et bornée Rafig). Qu'elle soit bornée signifie
queM = sup §(X); xXE} et m = inf {f(x); xCJE}sont des réels (finis). Montrons par exemple
que "le sup est atteint". Par définition, il exigtee suiteX,) de points de E telle qudx,) <M
etM < f (X)) + ¥n. Puisque E est compact, on peut en extraire une-saite(x,, ) ayant une

limite yOOE. Commef est continue, on peut alors passer a la limitesdas inégalités
précédentes, ce qui donf(g) = M, i.e. le sup est atteint. N.B.: I'existence Meet m fait
intervenir le fait qudr est complet.

(vii) Proposition Si E est un espace métriqgue compact, toute gartieée de E est compacte.

Soit d'abord F une partguelconquede E. En adaptant le raisonnement de (iv), on oquét
I'existence, poura >0, d'une partie finie X,...xn}, (a/2)-analysante pour E, permet de
construire une partie finie de B-analysante pour F : on prend un pontans chacun de
ceux des ensemblesnB(X, a/2) qui ne sont pas vides, puis on applique l'inégadiu
triangle. Maintenant si F est fermée dans E, oh paisque E est complet, que F est un
espace compl€i.1.6(iv) ), ce qui acheve de montrer que F est un espaceacbmp

Définition. On dit qu'un espace métrique E lesalement compadi, pour tout poink de E,
il existe un voisinage dedans E qui soit compact.

11
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Par exemple, le théoreme de Borel-Lebesgue (ivjaim@ aussitot qu® est localement
compact(mais n'est bien slr pas compact), et on verraeetion 2 queR"” I'est aussi. Les
espaces métriques localement compacts sont awss™fueR" pour beaucoup de propriétés
concernant l'intégration- sauf la convolution, otervient aussi la structure de groupe additif.

(viii) Proposition Si E est un espace métrique localement compecguverts de E, ainsi que
les fermés de E, sont des espaces métriques |omati @ompacts.

Soient U un ouvert de E &tun point de U. Par hypothese, il existe un vognK dex
dans E qui est compact. Puisque K est un voisiiage il existe une boule B(r') de E
contenue dans K, et puisque U est ouvert, il exist boule BX, r") de E contenue dans U,
donc en prenant < min(',r"), la bouleferméeB'(x, r) de E est contenue dans U et dans K.
Etant fermée dans E et contenue dans K, cette lestulen compact (vii). Etant contenue dans
U, c'est un voisinage dedansU. Donc U est un espace localement compact.

Soient F un fermé de E,un point de F et K un voisinage compacixans E. Alors KF
est fermé dans K, donc est un compact. De plugait én voisinage dedans E, il contient
un ouvert U contenant, donc KnF contient LhF qui est un ouvert de F contenantEn
somme, KO F est un voisinage compact xidans F. L'espace F est donc localement compact.

1.2. Espaces normés, espaces de Banach
(1.2.1)Définition

(a) Soient E urespace vectorig{sur le corps, F = R ouF = C), et une application notée
X || de E dan®+ . On dit que cette application est urermesur E si l'on a :

() ¥l =0<=>x=0.

(|2 { =24 DADFOxOE.

() x+y|<IA+|y Ox yOE (inégalité du triangl®).

On dit alors que E est wspace norméUn espace normeé E est un espace métrique pour I;
distance d(x,y):|| X— )H qui est invariante par translation. Si cet espaudrique est
complet on dit que E est uespace de Banach

(i) Proposition Soient X unespace métriquet F unespace normélLa somme de deux
applications continuebetg de X dans F, définie pdrf +g)(x) = f(X+ o ¥, et le produit

Jf, défini par{ A )(x) = f(x), sont des applications continues de X dans F.

Cela résulte des définitions et du calcul suivant :
d( f(o)+ g0p), FOI+ d3) =] (3 9+ 6 X 6d<| € €3+ @x (G

d(A 1) A 1(9) = A 1= 1)) =1 3= 1),

12
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L'ensembleC (X, F) desfonctions continues d€ dansF est donc uespace vectorighais il
n'est en général pas possible de le munir d'umaende facon naturelle.

(1.2.2)Exemples. Espaces normés d'applications linéaioesinues

Tous les exemples donnés @nl.2) comme exemples de distances correspondent ea fait
desnormessur les espaces vectoriels réels correspondartayair R3, R" et B(X). Nous
allons construire d'autres exemples, dont beaucsenont des espaces de fonctions.
Commencons par étudier les espaces dapplicatiomsaires continues, et d'abord
caractérisons celles-ci :

(i) Proposition.SoientE et F deux espaces normésuaine applicatiodinéaire de E dansF.
Pour queu soit continue, il faut et il suffit qu'il existe mombrea > Otel que I' on ait
lu(¥)|| < @ ¥ pour toutx dans E. (1)

Nécessité : la continuité de au pointx=0 de E signifie I'existence, pour toat>0, d'un
nombrer =r. >0, tel que, poud(0,X) = [X < r., on aitd(u0), U ¥) =| W ¥ < & ; 'homogé-
néité de degré un des'écrit :

u(x) = ”ri” L(”r?” xj pourx0. (2)

Par suite (1) est vraie pour toutsi lI'on prende=1 et a= 1k, compte-tenu de (I).
Inversement, si (1) est vérifiée, (2) montre quix)|<e si [X|l<r, =&/a, ce qui prouve
gueu est continue en 0. L'invariance par translatioruds ded montrent alors que est
continue dans E, cqfd.

En vertu de(1.2.1 (i), la somme de deux applications linéaires contirests(linéaire et)
continue, et le produit par un scalaire d'une aptbn linéaire continue est une application
(linéaire et) continue. L'ensemble dgxplications linéaires continuege E dans F est donc un
sousespace vectoriedle C (E,F), notéL (E,F). A cause de I'homogénéité wlda relation (1)

équivaut a dire qtu(x)” <a si|K|| = 1. Par suite, le nombre

Jlul=suduex) ;x0 El A=} @3)

est le plus petit nombre = 0 tel que (1) soit vérifiedl est facile de vérifier que ceci définit
unenormesur I'espace vectorie(E,F). Ce qui précede entraine l'inégalité impdgan

lu[<lulio @)

(i) Proposition Si E est un espace normé et F un espace de BaalachlL(E,F) est un
espace de Banach.
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Soit (Un) une suite de Cauchy d'élémentsL@€,F). Pour tout point de E, la suiteuy(x)) est
une suite de Cauchy dans F, car on a d'apres (4) :

o0 = up 0= [ (= up) < - w4 (5)

La suite (h(x)) admet donc par hypothése une limyjtel F, posonsy = u(x). Ceci définit une
applicationu de E dans F, qui est linéaire puisque +1y) = un(X) + A un(y)) - u(x) + Au(y)
guandn - o, Puisque If,) est une suite de Cauchy dans I'espace nbfBg¢), c'est une suite

bornée : il existe donc un ré&tsur{”un H ;nz]}tel que {|| < A pour toutn, donc d'apres (4)
H Uy, (X) H < Al¥OnO0x% dou en passant a la Iimilﬂau(x) Hs Al Ox Ceci, daprés la
proposition (i), montre que est continue, et la définition (3) entraine que

< A=sugu, | n=1. (6)

Montrons queﬂun - uH - 0 quandn- oo. Puisque \§,) est une suite de Cauchy dans l'espace
norméL(E,F), on a“un - upH < £ quandn etp sont= N(&), d'ou en faisant tendpevers l'infini
dans (5) :Hun(x)—L(x)Hsslbﬂ, soit d'aprés (3j‘un —uHsg, dés que n = N(&, ce qui
démontre la proposition. On a donc en it r!linoouq“u dans (6).

En particulier, si I'espace d'arrivée F est le satps scalairefR(ou C), (ii) se traduit par le
corollaire suivant :

(iii) Soit E un espace normé&lespace vectoriel des formes linéaires continugsEsest un
espace de Banachppelédual deE et souvent noté E'.

(1.2.3)Produits d'espaces normés. Espaces normés de dondime. Normes eéquivalentes.

Soient g et B deux espaces normés (avec la méme notation psumolemes respectives
X1 |—>HX1H etx, I—)HXZH). Surl'espace vectoriel produE=ExE; [i.e. I'ensemble des couples
= (X1, X2) avecxUE; (i =1,2), muni des [0ig +y = (Xq,X5) + (Y1, Y2) = (X + Y1, % + Y5 ) et
A.Xx=A.(X,%5) = (A.%,A.%,) 1, on définit bien un@ormeen posanix| = max(Hx1H ﬂ XZH).
Le critére (i) montre tout de suite que les appiices linéaires "projection”, prx—x; et pk:
XXz , sont continues. Inversement, les applicatigngt—( X1, 0) etiz: (0, X2) sont des
isométries linéaires de; et B sur des sous-espaceset F, de E [unasométriei d'un espace
métrigue X dans un autre, X', est une applicatiarcqnserve la distanca'(i(x), i(y)) = d(x,
y). C'est donc nécessairement une application aomtimective de X dans X', et méme une
applicationbicontinue(i.e. une application bijective continue dont I'pgition inverse est
continue) de X sui(X)]. On peut donc identifier £et B a ces sous-espaces de E.

(i) Proposition Pour que I'espace normé produikE soit complet (i.e. soit un espace de

Banach), il faut et il suffit que ;Eet E; le soient. Pour que;EE; soit localement compact, il
faut et il suffit que EetE; le soient.
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La premiére affirmation est facile a vérifier caompte-tenu de ce qui précede, pour qu'une
suite &) = (X, X2)) de points de EE, soit une suite de Cauchy (resp. une suite
convergente), il faut et il suffit quef) et ) soient des suites de Cauchy (resp. des suites
convergentes) de;Eet B. Pour qu'un espace normé E soit localement compdatt et il
suffit, d'apres l'invariance par translation, quaitQun voisinage compact. D'aprés la propriété
de Bolzano-Weierstrass, ceci équivaut a dire guiste un réelr >0 tel que, de toute suite
(xn) de points de E vérifiantx}||| < a, on puisse extraire une sous-suite convergentsstl|
alors, de la méme facon que pour la premiere galglvérifier la deuxieme assertion.

Notons que I'nomogénéité de la norme permet deqiie si la possibilité d'extraire une
sous-suite convergente est vraie pauréel a >0, elle I'est poutout a >0. En appliquant une
nouvelle fois le critére de Bolzano-Weierstrasseprléduit :

(i) Proposition Si E est un espace normé localement compacpadiges compactes de E
sont exactement les parties fermées et bornées

(cf. (1.1.7(iii)). En corollaire de la proposition (i), nous obtesigar récurrence :
(iii) Proposition Les espaceR" sont des espaces de Banach localement compacts.
Nous admettrons le théoréme suivant, qui dit gee$paceR" sont essentiellement lssuls
espaces normes localement compacts car : (a) pexess de dimension finie sont "tous
pareils" et (b) les espaces de dimension infiniat strop gros" pour étre localement
compacts.
(iv) Théoreme
(a) Soit E un espace normé de dimension fingurR (ou surC), et @,..., a,) une base de
l'espace vectoriel E. L'isomorphisme linéaireRl€ou C") sur E défini par :

(ay,...0n) |- mar+... +ana
estbicontinu

(b) (F. Riesz). Tout espace normé localement cotrgsale dimension finie.

Définition. On dit que deux normes || €t || § sur un espace vectoriel E ségqjuivalentes'l
existe deux réels strictement positfet £ tels que pour tout dans E on ait :

alxlk<llxlks B[k
Grace a la propositiofi.2.2(i)), nous pouvons reformuler ainsi la partie (a) daoteme :
(v) Proposition.Sur un espace normeé de dimension finie, toutasdeaes sont équivalentes.
Exercices 1) Vérifier a partir de ce qui précéde que tagaee normé de dimension finie est

un espace de Banach localement compact. 2) SoiehFEles espaces normés. Montrer que,
si E est de dimension finie, alors toute applicatioréire deE dansF est continue.

(1.2.4)Espaces normes de fonctions bornées et de foncammues bornées
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Nous avons déja rencontré I'espace vect&(X) des fonctions bornées d'un espace métrique
X dansR (1.1.2) En utilisant la définition classique de la somehelu produit par un scalaire
de fonctions de X dans F, donnée déh&.1(i)), nous pouvons plus généralement définir
I'espace vectorieB(X, F) desfonctions bornées d'un espace métrigielans un espace
norméF. Nous définissons s&(X, F) la norme de la convergence uniforme :

OfB(X, F),  |if b = sup {lIf(x) | ;x0X}. (1)

(i) Proposition Si F est un espace de Bandg(¥, F) est un espace de Banach.
Démonstration Exercice.

Nous avons aussi rencontré I'espace vectGrieC (X, F) des fonctions continues d'un espace
métrique X dans un espace normgLR2.1) Définissons le sous-espa€e = C B(X, F) deC,
constitué des fonctionsontinues bornéesle X dans F. Si X est compact, nous savons
d'ailleurs queC B est identique & (1.1.7 (v) et (iii)). CommeC ® = C nB, nous pouvons
aussi considére® ® comme un sous-espace de I'espace n&meuni de la norme |||

(i) Proposition C ® est un sous-espace fermé Rleautrement dit : une limitaniformede
fonctions continues bornées est une fonction (leoatgontinue

Démonstration Exercice

Bien entendu, une limitsimple (point par point) de fonctions continues bornéestnpas
nécessairement continue, ni bornée.

Exercice Donner des exemples avec X = R=

Mais la convergence simple peut, avec d'autresthgges, entrainer la convergence uniforme

(iif) Théoréme de DiniSi E est un espace métriqeampactet si €,) est une suiteroissante
[ou une suite décroissante] de fonctions contirdeeg& dandk tendant simplement vers une
fonctioncontinuef, alors la convergence est uniforme.

Démonstration : Soit >0, nous cherchons un entirtel que poun = N, on ait pour touk
dans E :f (x) - f,(X) :‘ f(X)— f,( x)‘ < £. Puisqueff) tend verd simplement, il existe, pour
chaquex dans E, un entigu(x) tel quen = p(x) entrainef (x) — f,(x) < £ /3. Puisqud etfyy
sont continues, il existe un voisinage ouverty We x dans E tel que

ydu, :>\f(x)— f(y)\se/3et‘ oy (¥ = fyy (Y[ <&/3. Du recouvrement de E par les
Uy , extrayons un recouvrement finiE = U, 0.0U, . Soit N = max (xa),..., p(X)), et

considérons un poirgtquelconque dans E ; onydl U, pour uni 0{ 1,..k}, d'otusin=N:
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FOY) = fa() < T~ F oo (V)
<[F(y) = FOO* F00) = Tope) 0+ ooy ON = fogy) (Y[ S €

1.3 Fonctions continues a support compact, foncti@semi-continues, espaces de Fréchet

(partie hors-programme sauf la définition (a) deSact.(1.3.]) et le début de la Se¢t..3.2),
i.e. jusqu'a la définition (b), a I'exception dedeoposition (i) qui est hors-programme)

(1.3.1)Théoreme de Tietze-Urysohn et fonctions continusegport compact

(i) Théoreme de Tietze-Urysohn (admiSpient X un espace métrique, F un fermé de X wte fonction
continue bornée de F daRs Posonan = inf {f(x); xOF}et M = sup §(x); xOF}. Il existe unprolongement
continug def a X tout entier qui n'agrandit pas les borne§ de. inf {g(x); xOX}= met sup f(x); xOX}= M.

(i) Corollaire. Soient X un espace métrique et B deux fermés de X, d'intersection vide.xXikte une fonction
continue de X dans [0,1], telle que ses restristsmient,, = 1 etf, = 0.

Le corollaire est obtenu en prenant FHa dans le théoréme et en définissparf(x) = 1 six(A etf(x) = 0 si
x[B. Montrons que cette fonction est continue de ks SixOA, il existe, puisque[B et que B est fermé,
un voisinage V d& dans X qui ne coupe pas B. Alors Wa¥ est un voisinage dedans F qui ne coupe pas B,
et qui est donc inclus dans A, ce qui entrainel'gueaf(y) = f(x) = 1 pourydJW. Ainsi f est continue dans A, et
de méme dans B.

(a) Définition Soit f une fonction définie sur un espace métriqgue Xakews réelles ou
complexes. On appellsupport de f, et on note Supf)( I'adhérence (dans X) de

{x OX; f(X # 0} . Si Suppf) est compact, on dit qdeest undonction & support compact

Ainsi, Suppf) est le plus petit fermé F tel gtis'annule sur X \ F, ou encore X \ Supest
le plus grand ouvert sur lequegst identiquement nulle. Lorsque l'espace de tlepast un
espace normé de dimension finie, i.e. essentielietoesque X est uR", dire que Supy) est
compact revient & dire qu'il est tout simplemieotné puisque par construction Suf)pést
fermé et que dans ces espaces les compacts spatties fermées bornégls2.3(ijii) ).

Exercice Montrer que Suppg)! [Suppf)nSupp@)].

(iii) Proposition Soient U un ouvert d'un espace métrique localéc@mpact X, et K un compact contenu dans
U. Il existe une fonctior, continue a support compact contenu dans U, duégale a 1 dans K et prend ses
valeurs dans [0, 1].

La nouveauté par rapport au corollaire (ii) est §uep() doit étre compact : c'est ceci qui demande I'Hygee
gue X soit localement compact, et un peu de tradailis allons trouver umoisinage compact d€ dansu, i.e.
un compact K' inclus dans U et contenant un owede U tel que VIK (donc UWJK'OVOK). Puisque U est
ouvert dans X, V sera donc aussi un ouvert de K ifffira alors d'appliquer le corollaire avec Ak=et B =
X\V pour conclure.

Puisque U est ouvert dans X, U est un espaceelmeait compac(1.1.7 (viii)), donc tout pointx de K
posséde un voisinage compagt #ans U, i.e. il existe un ouverj \de U tel que
xUV, UK, OU. Comme K est compact, on peut, parmi les ouvegtseN trouver un nombre fini, soit

VXl,...,VXﬂ , dont la réunion contienne K. Posons alorszlD..DVXﬂ et K'= KX1D...DKXﬂ -V est un
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ouvert de U, K' est compact comme réunion finiecdepacts, et I'on a @K'OVOK. La démonstration est
terminée.

(1.3.2)Fonctions semi-continues

L'intégrale est une forme linéaife- | f(x) dx qui, au niveau élémentaire, n'est définie que
pour les fonctions continues définies sur un irabevcompact d&, a valeurs danR. Dans

ce cours, on construira l'intégration au sens desgue par un procédé plongementde
cette forme linéaire, depuis I'espace des fonctammdinues a support compact (définies sur
un espace plus général oR® jusqu'a un espace fonctionnel plus vaste, conaptesussi des
fonctions beaucoup moins réguliéres que les fonsticontinues- et sans exiger que leur
support soit compact. Ces fonctions seront toutiredément appelées “intégrables”. Le
prolongement se fera en plusieurs étapes. Dangelaigre étape, deux classes de fonctions
vont jouer un réle important : les fonctions semivinues inférieurement et les fonctions
semi-continues supérieurement. Il faut donc détiatte "semi-continuité".

On va, dans cette section et au chapitre 2 (intiégda considérer des fonctions numeériques
non nécessairement finies, i.e. des applicatiams e'semble X darR, qui peuvent prendre
des valeurs réellezussi bien que les valeurs et +o0; on utilisera les regles usuell@st o =

00, 00,00 =00, 1/o0 =0, etc.

(a) Definition Soient X un espace métrique (ou seulement uncesfogologique) et une
application de X danR On dit quef estsemi-continue inférieureme(d.c.i) au pointx de X
si, quel que soitr <f(xp), il existe un voisinage V dg dans X tel queq{1V] = [a <f(X)].

Autrement dit, "la fonction ne saute pass le ba% d'ou I'adverbe. Symétriguement, une
fonction semi-continusupérieuremen(s.c.s.) au pointy, g, ne saute pagers le hauti.e. est
telle quell > g(xo), il existe un voisinage V' dg dans X tel que{1V'] = [£>g(X)], ce qui
revient a dire qué=-g est s.c.i. au poing. Une fonction qui est a la fois s.c.i. et s.crexge
est continue emy (en tant que fonction de X_daEs) car, pour tout intervalle ouvertr] 4
de R contenanti(x), il existe un voisinage W=NV' de X, tel que kOW] = [a <f(x)<f].
D'ou l'adjectif "semi-continue”. ${xo) = - o, alorsf est s.c.i. exp car il n'existe aucun, fini
ou infini, tel quea <f(xp). Sif est s.c.i. (resp. s.c.s.) dans X, on dira simpigmgaef est s.c.i.
(resp. s.c.s.).

(i) Proposition Pour qud soit s.c.i., il faut et il suffit que]aDﬁ, I'ensemble

U, = {xXOX; a <f(x)}
soit ouvert.

Un ensemble ouvert est un ensemble qui constitweisinage pour chacun de ses po(ttd.3(vi)). Or, la
définition d'une fonction s.c.i. en un poitrevienta dire que, si l'on a <f(x,), i.e. si I'on ax,J U,, alors il
existe un voisinage V de qui soit contenu dansJ Si U, est toujours un ouvert, il suffit donc de prendre
U,. Et inversement, diest s.c.i., alors Lest bien un voisinage de chacun de ses prjnpisqu'il contient le
V postulé dans la définition.

(b) Définition Soit A une partie d'un ensemble X. On appleltection caractéristique da, la
fonctionya définie parxa(x) = 1 sixOA et xa(X) = 0 six[A.
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Exercice Vérifier quexga=1-Xa, Xans =Xa X8, Xaos + XanB =Xa + X8 -

(if) Proposition Pour que A soit ouverte dans X, il faut et ilféufue x, soit s.c.i..

Pour utiliser la caractérisation (i), identifioles ensembles JJ Commey, ne prend que les valeurs 0 et 1, on
aU,=Asia=0et U, = Xsia<0. L'équivalence est donc claire.

(iii) Proposition Soientf etg deux fonctions s.c.i. au poirt Alors supf, g) et inf , g) sont s.c.i. au poirK,. Si
f + g est partout définie (mais pas forcément finie!das a exclure sont les cas d'indéterminatione), alors
elle est s.c.i. au poing.

Pour la somme, on peut écrire tout nomiatel quea < f(x) + g(x,), sous la former = 5+ yavecf <f(x,)
et y< g(x,) et il suffit d'appliquer la définition. Les ausree démontrent de facon analogue.

(iv) Proposition Si f;) i, est une famille de fonctions s.c.i., aI(gs: sup( fi ) ests.c.i..
icl

SoitaCIR . Pour quer < g(x), il faut et il suffit qu'il existe unll tel quea < fi(x), donc I'ensemble Lde la
proposition (i) correspondantggest la réunion des Jtorrespondant auy et par suite est un ouvert puisque les
f, sont s.c.i. (i). Dong est s.c.i..

On ne peut pas s'attendre a ce qu'une fonctionaaminue vérifie limf(x,) = f(lim x,), mais seulement a ce
qu'on ait une inégalité. Celle-ci nécessite lesionst de limites inférieure et supérieure, qui sont
vraisemblablement déja connues des étudiants.

Définition. Soit ,) une suite de points d8 . La suite formée des, = inf { x,; M= n}est une suite croissante et
la suite des, = sup {%»; m2 n}est une suite décroissante. Chacune de ces dées sulmet donc une limite
dans R; on les appelle respectivement limite inférieutelimite supérieure de la suitex,( et on note
limx, =limy,, limx,=Im z,.

n-oo n-oo

(v) Proposition Soient X un espace métriquefeme fonction s.c.i. au poimg de X. Si une suitexf) de points

de X tend versg,, alors on dim f(x,) = f(x) = f(lim X |-
nooo

En écrivant successivement guest s.c.i. au point, et que X,) tend versx, on voit que, quel que soit
a<f(x,), il existe un entieN tel quen = N entrai nef (x,,) > a . Par suite, quel que sait<f(x,), on a

lim f (x,,) > a, ce qui signifie bien quim f (x,) = f (Xg).

(1.3.3)Espaces métriques localement compacts séparables.

Les espaces métriques localement compacts ne rfalssetipas assezRP pour que la théorie de l'intégration y
soit aussi simple. En eff&”, commeR, a encore la propriété qu'il existe un enserdBleombrableyui est dense
dansRP, par exempleQ® (en effet, on a vi{1.1.4) que Q est dense darR). Un espace métrique dans lequel
existe unepartie densedénombrablesst ditséparable On démontre que tout sous-espace d'un espacigumeétr
séparable est séparable. Les espaces métriquéesntecd compacts séparables restent des objetsdagaptus
généraux que leRP, par exemple on ne peut pas (en l'absence dewgusupplémentaire) y faire de calcul
différentiel Cette généralité est importante en calcul debahitités. La séparabilité entraine successivemasnt
deux conséquences suivantes :

(i) Théoreme (admisBoit X un espace métrique séparable et localenmnpact. Alors il existe une suite JU
d'ouverts dont la réunion est X et tels que poutripl'adhérencdJ, soit un compact inclus dans, 4l

19



20

Par exemple, si X R, il suffit de prendre pour Ja boule ouverte de centre 0 et de ragon

(i) Théoreme (admisBoient X un espace meétrique seéparable et localecoenpact ef une fonction s.c.i. de X
dansR. Sif est minorée par une fonction finjecontinue a support compadt g), alors il existe une suite

croissantef() de fonctions finies continues a support compalt ue f = Sup( fn)-
n

(1.3.4) Notions sur les espaces localement convexes eedpaces de Fréchet (hors-
programme)

Définitions

(a) Soient Eet E deux ensembles €, (resp.O,) une topologie sur Hresp. sur B. La famille de parties de
E,XE, constituée par leftunionsquelconques d'ensembles de la formeAd, avec A0 O, et A O,, est une
topologieO sur le produit cartésienE, (vérifier). Cette topologie est ditepologie produitdeO, etO.,.

(b) Soient E un espace vectoriel (U = R ouC) etO une topologie sur I'ensemble E. On dit que E ndeni
O est unespace vectoriel topologiqueu queO estcompatible avec la structure d'espace vectorstlles
applications(X, y) — X+ Yy et (1,X) > A.X)de ExE dans E et de&xE dans E sontontinues(les produits

EXE etFxE étant munis des topologies produits).

(c) Soit E un espace vectoriel. On appeadEmi-norme surE, une applicatiorp de E dansR. .vérifiant
I'hnomogénéité de degré un et l'inégalité du triarfglet 11l dang(1.2.1), mais pas nécessairement (contrairement
a une "vraie" norme) la propriété gpix)=0 entraine=0.

Soient E un espace vectoriel gt); o, unefamille quelconque de semi-normes BuiSix est un point de E, J
une sous-familldinie de | et (; ); 5, un ensemble fini de "rayons" avgc > 0, définissons unepblyboule de
centrex et de rayons; pourj]J" comme lintersection de "pseudo-boules” de eentt de rayom; de E :

Pk J, €)) = {yUE; pj (y - ¥ <r; pour tou§[1J}. )

Définissons les ouverts comme dans un espace metnis en remplacant les boules par les polyboutes
disons qu'une partie U de E est ouverte si pourgointx de U, il existe une polyboule centréexegt contenue
dans U. On vérifiera que ceci définit une topolagpenpatible avec la structure d'espace vectomepéaticulier,
cette topologie est évidemmment invariante parstedion et par dilatation, i.e.: si U est ouvegtirianslaté de U
parx et le dilaté de U par un factedir- 0 sont encore des ouverts).

(d) On appelleespace localement convedp tel espace vectoriel topologique E, i.e. uraespvectoriel muni
d'une famille de semi-normes.

On notera qu'une méme topologie (le méme ensedibleerts) peut étre défini(e) a partir de familles
différentesde semi-normes (de méme qu'une topologie d'espaomé peut étre définie par des normes
différentes, pourvu gu'elles soient équivalentesens de la définition donnée dgds2.3). Considérons un
espace localement convexe E, et supposopgfe sa topologi® peutétre définie par le procédé (d) a partir
d'unesuite(pn)n », de semi-normes, eB) queO soitséparéd(i.e. que deux points différents de E admettest de
voisinages sans point commun; les topologies npargés sont trés "pathologiques”, par exemple wite geut
avoir plusieurs limites). On démontre qu'alorsojpaiogie de Epeutétre définie par undistance invariante par
translation autrement dit est celle d'un "espace vectorietriqé&” (l'invariance par translation signifie
I'hnomogénéité de cet espace, dans le sens utilip@ysique).

Exercice Montrer que si, dans I'hypothesg,(on remplace "suite (infinie)" par "suite finigd),<n<k ,ON Obtient
simplement un espac®rmé Pour cela on montrera que :
1) p= SUf p, est encore une semi-norme ;
I<n<k
2) p définit la méme topologie (les mémes ouverts)lgidamille ©n),<n<k ;
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3) si la topologie définie par une seule semi-repprast séparée, alopsest une norme.

(i) Proposition Soit E un espace localement convexe dont la ¢tgpolest séparée peutétre définie par une
suite de semi-normes, et s@it); o, une famille Quelconquede semi-normegéfinissant la topologie de. Pour
gu'une suitexy) de points de E soit une suite de Cauchy pourdistance invariante par translation, il faut et il
suffit que, pour toute polyboule P de centre Oeetayons; pourj0J (J étant une partie finie de I), il existe un
entierN tel que

[I2Netm2N]=[ (X -%n) OP, i.e.p; (% -%y) <r; pourjdJ]. (2)

L'hypothese sur E entraine I'existence d'unemisthinvariante par translation, et définissant la tog® de
E, i.e. celle associée a la famillg {; o, de semi-normes. Dire que la suig ) est une suite de Cauchy palr
signifie que, pour toug >0, il existe un entieX = N(#) tel que
[IZ2Netm=N]=[d(X,Xn) =d(0,% -Xn) <77, i.e. & -Xxn O B(0, 7). 3

Soit alors une polyboule P comme dans I'énondé définit un ouvert de E contenant 0, donc il &xisme boule
B(0, 1) ded qui soit contenue dans P. Donc,si)(est une suite de Cauchy paliil suffit de prendreN=N(r)

pour satisfaire (2). Inversement, supposons quer, fmute polyboule P de I'énoncé, on puisse trodgour
satisfaire (2). Si I'on se donme>0, il existe une polyboule P de I'énoncé qui soittenue dans B®) ;

donc, siN est tel que (2) soit satisfaite, alors (3) le samuasi. On utilise bien I'égalité des topologiess pne
simple inclusion.

Cette proposition signifie que la propriété qu'saoée soit une suite de Cauchy pomedistance invariante
par translation ne dépend que de la topologie dd Egste valable potoutedistance invariante par translation.
La propriété que E soit complet pour une distameriante par translation, ne dépend donc pas dix de
cette distance.

Toute polyboule P(0, Jr;)) s'obtenant comme l'intersection finie (ppld) des pseudo-bouleg()<r;), on peut
encore traduire la proposition (i) de la fagon anie :

(ii) Proposition Soit E un espace localement convexe dont la egp@lest séparée et peut étre définie par une
suite de semi-normes, et sqit){(; une famille de semi-normes définissant la top@aig E. Pour qu'une suite
(Xxm) de points de E soit une suite de Cauchy pourdistance invariante par translation, il faut etuiffit que,
pour tout indicall et tout réels >0, il existe un entieN tel que

[[2Netm=N]=[pi(X - Xm) <&]. (4)

Les topologies localement convexes séparées samajlfeurs, faciles a reconnaitre :

(iii) Proposition Soient E un espace localement convexepgt,(une famille de semi-normes définissant la
topologie de E. Pour que cette topologie soit sgmat faut et il suffit que, pour toutlE tel quex£0, il existe
un indiceill tel quep;(x) £0.

D'apres la définition d'une topologie séparédretdriance de la topologie par translation, ce caractérise
une topologie séparée (parmi les topologies colleatiavec la structure d'espace vectoriel) est sju&0, il
existe un voisinage de 0 qui ne contient pakei, un voisinage de 0 est un ensemble contema@tpolyboule
P(0, J, ()). Dire qu'il existe un voisinage de 0 qui ne éemit pasx revient donc a dire qu'il existe une partie
finie J de I, urjdJ et urr; >0 tels quey(X)= rj, i.e. en fait qu'il existe un indicell tel quep;(x) #0.

(e) On appelleespace de Fréchein espace localement convexe séparé dont la gipabeut étre définie par
unesuitede semi-normes et qui est un espace métequepletpour une (et donc pour toute) distance invariante
par translation.

Exemplesl'espaces de Fréchet
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Bien entendu, tout espace de Banach E est aussipate de Fréchet (il suffit de prendre, pour ola norme
sur E comme semi-normg,). Nous connaissons déja d'assez nombreux espacBartch (Sectiond.2.2)
(1.2.3)et(1.2.4).

Un exemple d'espace de Fréchet qui ne soit pageréral un espace normé est I'espace C (X, F)
introduit dans(1.2.1) lorsque l'espace métrique X est séparable etelmemt compact et F est un espace de
Banach (par exemple le corps des scalaires). Ontraude la topologie localement convexe définie par les
semi-normes suivantes :

P (F) = sup {§(1] : xOK}, ®)

ou K est un compact quelconque dep(f) est fini, cf.(1.1.7 (v) et (iii))]. Pour voir que cette topologie est
séparée, il suffit (iii) de vérifier que, Bn'est pas la fonction nulle de X dans F, aloexiste un compact K tel
quep, (f) # 0; mais sif # 0, il existe urx dans X tel qué (x) # O, et il suffit de prendre pour K un voisinage
compact dex. Soit (U,) une suite croissante d'ouverts comme dans legh@n(1.3.3 (i)). Montrons que les

semi-normespy , avec K, = U,, suffisent & définir la topologie introduite, i.gue tout ouvert de cette

topologie (définie par les semi-normes (5) avec rKaompactquelconquede X) est aussi un ouvert de la
topologie définie par la suitem<n ). En raison de l'invariance par translation;ab#& seulement de montrer que

si K',,..., Kk sont des compacts quelconques de K,et, r, des réels > 0, il existe une polyboule centré8,en
définie par une ou plusieurs semi-nornias_ de la suite qui soit contenue dans la polyboule 0,B(¢),

< <« ) définie par les semi-normqﬁK,_ . Pour cela il suffira de montrer que K' =5 K'..O K'y est contenu dans

J
un certain K puisqu'on aura alors, d'aprées la définition (53Uf pK-i < pKn. Or les | recouvrent X; ils
I<i<k

recouvrent donc K', ainsi le compact K' est recoupar un nombre fini d'ouverts,U Mais comme les U
forment une suite croissante, il en existe donquircontient K'; a fortiori K' est contenu dansihérence Kde
cet U, .

Montrons maintenant qué (X, F) est complet pour toute distance invariguae translation qui définit sa
topologie, i.e. la topologie associée aux semi-marth). D'aprés la proposition (ii) et la définiti¢s), pour
qu'une suiteff) de fonctions de& soit une suite de Cauchy, il faut et il suffit gpeur tout compact K de X, la
suite n |, ) desrestrictionsa K soit une suite de Cauchy pourrarme (sur C (K, F)) de la convergence
uniforme sur K. On dit que cette topologie estecekk laconvergence uniforme sur tout compd2tprés ce qui
précéde, c'est encore la topologie de la conveegandorme sur chaque,Kde la suite. Or, nous savons par
(1.2.4(ii)) que, pour tout espace métrique compacCKK, F) est un espace de Banach pour la norme de la
convergence uniforme sur K. Si donc une sujt¢ e fonctions d€ (X, F) est une suite de Cauchy, alors, pour
tout entiem, la suite {y, )m >, des restrictions aKadmet une limitg, qui est une fonction continue dg #ans
F.Sin'=2n,onak, 0K, SixdK,, g, (X), tout commeg, (x), est la limite ponctuelle dg (X) quandm- oo,
donc la restriction dg, a K, coincide aveg,. Puisque X est la réunion deg Kon définit donc une application
g de X dans F en posag(x) =g, (X) six K,. Comme K contient I'ouvert lJde X et comme la restrictiam,
deg a K, est une application continue dg idans Fg est continue en tout point de, UMais X étant la réunion
des U, g est donc continue dans X. Par construction, laicésn def,, a K, converge uniformément, lorsque
m- oo, vers la restriction dg a K, , cqfd.

Nous terminerons par I'énoncé d'un résultat frappan

(iv) Théoremécorollaire du "théoréme de Banach-Steinhaus", té&mbncé ne sera pas donné).

Si E est un espace de Fréchet (en particulier,esitEin espace de Banach) et F un espace norsi@jret suite
(u,) d'applications linéaires continues de E dans uhe limite simpleu, alorsu est une application linéaire

continue

Rappel : I, - u simplement]= [OxOE, u,(X) - u(x)]. La linéarité deu est facile a vérifier, mais la continuité
est un résultat assez puissant, que nous admettrons
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