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1 Motivation

Les expériences de mécanique quantique dans un champ de gravitation sont as-
sez nombreuses et permettent de vérifier le comportement quantique des partic-
ules subatomiques et des atomes dans le champ de gravitation (jusqu’ici celui



de la Terre): en plus des expériences d’interférométrie neutronique (Colella-
Overhauser-Werner, années 70) et atomique (Kasevich-Chu, Riehle-Bordé et al.,
années 90), il y a maintenant les mesures de la transmission de neutrons ultra-
froids par une fente horizontale, initiées a I'Institut Laue-Langevin (Grenoble),
et qui permettent de vérifier la quantification de I’énergie de ces neutrons dans
le champ de pesanteur terrestre. A ma connaissance, les effets confirmés par cet
ensemble d’expériences sont les seuls effets du couplage général entre la théorie
quantique et la gravitation qui aient été mesurés. Il est frappant de constater
que l'interprétation de toutes les expériences déja réalisées est faite dans le cadre
de I'équation de Schrodinger non-relativiste. Certes, les atomes ou les neutrons
utilisés sont nettement non-relativistes, tant par leur énergie cinétique que par
leur énergie potentielle newtonienne, comparées a leur énergie de masse au re-
pos. Il est donc clair que I'emploi de cette équation était justifié. Néanmoins, la
gravitation est maintenant décrite dans le cadre de théories relativistes avec un
espace-temps courbe, ce qui conduit a formuler des équations d’ondes généralisées.

Ainsi, pour les particules de spin 1/2 qui, en négligeant la gravitation, sont gou-
vernées par 1’équation de Dirac originelle, on peut utiliser la généralisation stan-
dard de cette équation a un espace-temps courbe, proposée par Fock et par Weyl:
ci-apres ’équation DF'W. Il semble souhaitable de déterminer les prédictions faites
par ’équation DF'W pour ces expériences, d’abord pour vérifier que I’écart avec la
théorie non-relativiste est encore négligeable aux précisions atteintes actuellement
— et surtout pour se préparer au moment ou ce ne sera plus le cas, qui ouvrira la
possibilité d'un test direct de la facon dont nous concevons le couplage entre grav-
itation et théorie quantique. Il existe une littérature assez fournie sur I’équation
DFW et ses applications a diverses situations physiquement intéressantes, par
exemple dans un systeme de coordonnées en rotation et/ou en accélération uni-
forme dans l'espace-temps de Minkowski, ou dans un champ de gravitation faible,
statique ou stationnaire. Pourtant, une comparaison précise avec les prédictions
de I'équation de Schrodinger non-relativiste dans le potentiel newtonien n’avait
pas été faite a ma connaissance. De plus, la littérature existante semblait peu
claire sur certains points importants, comme la signification physique du systeme
de coordonnées, ou comme l'influence éventuelle du choix tres large du champ de
tétrades qui détermine le champ de matrices de Dirac v (i.e. le coefficient de
I'équation DEW). Varji & Ryder [Phys. Rev. D 62, 024016 (2000)] remarquaient
qu’“il y a malheureusement un certain désaccord entre les différents papiers”. En-
fin, j'avais pu antérieurement appliquer la “correspondance classique-quantique”
pour obtenir une équation de Klein-Gordon dans un espace-temps statique [B15].
Il était tentant de prolonger ce travail a I’équation de Dirac, pour voir si I’équation
DFW était sa seule généralisation raisonnable.
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2 Principaux résultats obtenus précédemment

FEquation de Dirac alternative dans un espace-temps courbe |[A37], [A39]. Jai
montré qu’en partant du hamiltonien classique d'une particule relativiste dans
I'espace-temps plat de Minkowski ou dans un espace-temps statique |[A37], ou
méme dans un espace-temps lorentzien général [A39], on peut obtenir directe-
ment ’équation de Dirac par une correspondance classique-quantique. L’équation
obtenue ainsi a exactement la méme forme que I’équation standard (DFW):

YWD,V = —iMV¥ (M = mc/h), (1)

ou " est le champ de matrices de Dirac (matrices complexes 4 X 4), mais la
fonction d’ondes de Dirac W se transforme comme un 4-vecteur et non comme un
“bispineur”. (Simultanément, on doit alors transformer le quadruplet de matrices
de Dirac comme un tenseur (2 1).) De plus cette équation de Dirac dépend d’une
connexion D, en fait arbitraire, sur le fibré tangent a la variété espace-temps. (D,
est la dérivée covariante correspondante.) Pour le choix le plus naturel qui est la
connexion de Levi-Civita, I’équation obéit au principe d’équivalence dans un sens
plus fort que I’équation DFW [A39].

Mécanique quantique de l’équation DFW dans une métrique statique ou station-
naire|[A38], [A41]. J'ai étudié, dans le cas d'une métrique statique: le hamiltonien
de I’équation DFW ; le produit scalaire associé; et la correction qu’elle apporte,
pour un champ de gravitation faible, a I’équation de Schrodinger non-relativiste
dans le potentiel newtonien [A38]. J’ai aussi considéré le cas d’une rotation uni-
forme surimposée a un champ statique faible et j’ai calculé 'effet principal de
cette rotation sur les niveaux d’énergie stationnaires |[A41].

Mécanique quantique de I’équation de Dirac dans un espace-temps plat|[A40]. Avec
F. Reifler, nous avons montré que la mécanique quantique associée a 1’équation de
Dirac dans un référentiel inertiel de I’espace-temps plat de Minkowski est la méme,
que 'on considere la fonction d’ondes de Dirac comme un bispineur, comme un
4-scalaire, ou comme un 4-vecteur. La transformation spinorielle n’est donc pas
nécessaire.

Meécanique quantique de l’équation DFW et de l’équation alternative dans une
métrique générale [al]. Nous avons notamment étudié, dans une métrique complete-
ment générale, et simultanément pour I'équation DFW et pour I'équation alter-
native [lorsque celle-ci a exactement la méme forme que I'équation DFW]:
I'opérateur hamiltonien H, qui engendre 1’évolution temporelle ; le produit scalaire
pertinent ; I’hermiticité de H pour ce produit scalaire. Dans ce travail, et dans
les suivants, nous avons attaché une attention particuliere au fait que, pour
I’équation de Dirac dans un espace-temps lorentzien général, les matrices de Dirac
~v* dépendent du point X de I'espace-temps V et forment donc un “champ v” pour
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lequel il existe un vaste continuum de choix admissibles. Nous avons trouvé que
l'opérateur H dépend du systéme de coordonnées: X +— (z#) seulement par la
classe d’équivalence modulo les changements de coordonnées purement spatiaux ;
que le produit scalaire pertinent pour un champ v général s’obtient en remplacant
dans 'expression standard de ce produit scalaire la matrice de Dirac constante
7% par la matrice hermitisante A(X):

wwmz/@wmwz/@mwéfﬁﬁx dV=v—gdx; (2)

et que [’hermiticité de H pour ce produit scalaire dépend du choix admissible pour
le champ ~y. (Ce résultat s’applique aussi a la situation standard ou la matrice
hermitisante est la matrice constante v%.)

Non-unicité des opérateurs hamiltonien et “énergie”, et du spectre énergétique
[a2]. L’instabilité de I'hermiticité de H notée ci-dessus indiquait la présence d’un
probléeme de non-unicité dans la théorie de ’équation de Dirac généralement-
covariante. Nous avons alors étudié ce probleme en détail. Nous avons pu, la
encore, faire cette étude a la fois pour 'équation DF'W et pour I'équation alter-
native. Dans le cas général, celle-ci contient un terme additionnel par rapport a
I’équation DFW: D

1
YD = MY — AT (D, (Ay) ¥, (3)

On trouve que le produit scalaire pertinent est le méme que pour ’équation
de Dirac “normale” . Deux champs «* admissibles s’échangent par un champ
de transformations de similarité, caractérisé par un champ de matrices 4 x 4 in-
versibles complexes X +— S(X). C’est un cas de “transformation de jauge locale”.
Une telle transformation agit donc sur la matrice 7° intervenant dans la définition
du produit scalaire, ainsi que sur la matrice A. Elle agit aussi sur I'expression
U de la fonction d’ondes. Il se trouve qu’avec toutes ces transformations le pro-
duit scalaire de deux fonctions d’ondes quelconques est conservé. Autrement
dit, une transformation de jauge définit une isométrie de ’espace de Hilbert de
départ sur celui d’arrivée. Il en résulte que la condition nécessaire et suffisante
pour que les opérateurs hamiltoniens H et H, avant et apres application de la
transformation, soient physiquement équivalents, est que 1’on ait

H=S"'HS. (4)

Nous avons obtenu dans chaque cas (DFW et équation alternative) la condition
caractéristique sur la transformation de jauge locale X +— S(X) pour qu'il en

I Cette équation est obtenue comme équation d’Euler-Lagrange du lagrangien. Celui-ci
généralise le lagrangien standard en remplacant v** par A(X). Le terme D,(Av") s’annule
pour DFW.



soit ainsi. Par exemple, pour I'équation DFW, c’est simplement le fait que la
transformation S soit indépendante de la coordonnée de temps t = 2°/c:

89S =0  (DFW). (5)

(Ceci peut se voir rapidement en utilisant le fait que ’équation DFW est covari-
ante par les transformations de jauge admissibles pour cette équation — qui sont
les transformations différentiables X — S(X) € Spin(1,3).) Or, rien dans la
théorie existante n’impose que cette condition soit vérifiée. Au contraire, comme
la métrique et donc le champ de tétrades dépendent généralement de ¢, deux choix
admissibles du champ de tétrades sont reliés par une transformation de Lorentz
locale L qui dépend généralement de t. Il en résulte que les champs +* corre-
spondants sont reliés par une transformation de jauge admissible S qui, elle aussi,
dépend généralement de t. Ainsi, le hamiltonien de DFW n’est pas unique dans
un systeme de coordonnées donné. Il en est de méme pour 1’équation alternative.

Toutefois, le hamiltonien n’étant pas hermitien en général [al], on est amené
a considérer sa partie hermitienne pour le produit scalaire :

E=H*=—(H+H). (6)

1
2
La valeur moyenne de cet opérateur E est ’énergie ' du champ définie a partir
du tenseur d’énergie-impulsion canonique t*, [a2, [a7] :

(E) = (¥ |EY) = / UTAV(EY) /—g d®x = F = /t°0¢—_g d*x, (7)

comme l'avait montré Leclerc [Class. Quant. Grav. 23, 4013 (2006)] dans un cas
moins général. Il est donc légitime d’appeler E 'opérateur énergie. De méme que
pour l'opérateur hamiltonien, nous avons prouvé [a2] que 'opérateur E, et méme
son spectre, donc le spectre énergétique d’une particule obéissant a l’équation de
Dirac généralement-covariante, ne sont pas uniques.

3 Résultats obtenus depuis 2010

3.1 Référentiels généraux et leurs variétés “espace” [a3]

Pour une particule quantique, la mécanique quantique introduit un “espace d’états”,
dont chacun (dans la représentation habituelle) est une fonction des coordonnées
spatiales seulement : c’est sur cet espace d’états H qu’agissent les opérateurs de
la mécanique quantique, tels que le hamiltonien H. En I"absence d’une notion in-
trinseque de variété “espace”, I'espace d’états H lui-méme dépendrait du systeme
de coordonnées, ce qui est difficilement acceptable. [Comme nous ['avons montré|
ldans Darticle [al],| 'opérateur H dépend du systeme de coordonnées (i.e., de la




carte locale), mais reste invariant quand le changement de carte est purement
spatial : . .
20 =2 29 = fi((z%)) (7,k=1,2,3). (8)

Nous prouvons facilement que la relation définit une relation d’équivalence
entre cartes, quand on considere des cartes qui ont toutes le méme domaine de
définition U. Nous appelons “référentiel” F (sur le domaine ouvert U de l’espace-
temps) une classe d’équivalence pour cette relation. Disons alors d’une ligne
d’univers [ C U qu’elle est “liée a F” si, dans une certaine carte x € F, tous les
points de [ ont les mémes coordonnées spatiales 27 (ceci est alors vrai dans toute
carte Y € F). On peut associer a chaque référentiel un “espace” M, ensemble
des lignes d’univers liées a F. Nous prouvons que M est équipé naturellement
d’une structure de variété différentielle, pour laquelle, pour toute carte y € F,
une application ¥ : M — R3, définie avec la partie spatiale de la carte y de V,
est une carte globale de M. Ces définitions correspondent a la notion de Cattaneo
selon laquelle un “fluide de référence” est une congruence tridimensionnelle de
lignes d’univers (celles des “observateurs” liés au fluide de référence). Le fluide
de référence n’est autre que 'espace M. Chaque ligne d’univers [ liée a F est
invariante sous I'ensemble des transformations 20 = g(z°, (z%)), 2”7 = fI((a%)),
plus générales que . Il en résulte que I'ensemble de ces lignes d'univers, i.e.
I’espace M, est lui aussi inchangé. Mais, lorsqu’on étudie un hamiltonien quantique
H, il est préférable de fixer la coordonnée de temps, car H en dépend.

Ainsi, la notion d’“espace” dépend du référentiel et ne correspond pas a une
sous-variété tridimensionnelle de [’espace-temps. De plus, un systeme de coor-
données ou carte (x,U) a un contenu physique, puisqu’il définit un référentiel (a
savoir la classe d’équivalence de x) et 1'espace associé M.

3.2 Les deux représentations de la fonction d’ondes de
Dirac [a4]

Pour I’équation DFW, il est connu que la fonction d’ondes ¥ se transforme comme
un scalaire lors d'un changement de carte. Pour I’équation alternative que j’avais
proposée, ¥ se transforme [comme un 4-vecteur, L’existence de ces deux modes
de transformation nous a conduits a étudier, pour chacun d’eux, la définition
géométrique des objets pertinents: la fonction d’ondes, le champ v, la matrice
hermitisante, en utilisant des éléments de la théorie des fibrés vectoriels. Sup-
posons a 'avance qu’il existe une définition “intrinseque” de la fonction d’ondes
de Dirac, comme une section @ d'un certain fibré vectoriel E, que nous appelons
“fibré spinoriel”. Supposant donc E donné, il n’est pas difficile de trouver les
définitions intrinseques du champ v et du champ A de la matrice (ou métrique)
hermitisante, comme étant des sections des produits tensoriels de fibrés TV®EXRE®
et (E°)* ® E°, respectivement — ou TV est le fibré tangent a la variété espace-
temps V, E° est le fibré vectoriel dual de E, et (E°)* = (E*)° est le fibré vectoriel




conjugué de E°. Nous avons explicitement relié ces définitions aux expressions
locales que sont W, v* et A. Ceci nous a permis de relier I’écriture intrinseque de
I’équation de Dirac a son expression locale, qui n’est autre que 1’écriture usuelle
[@.

En ce qui concerne la définition du “fibré spinoriel” E lui-méme: un résultat
de Geroch, bien connu dans la littérature mathématique sur I’équation de Dirac,
dit que si l'espace-temps est de dimension 4 et non-compact (ces deux propriétés
étant conformes a 'idée que 1'on se fait généralement de I'espace-temps) et de plus
admet une “structure spinorielle” permettant une construction (trés abstraite et
complexe) du fibré des spineurs, alors il existe un champ (régulier) de tétrades
orthonormales. Pour cette raison, Penrose & Rindler (Spinors and Space-time,
C.U.P., 1986) considerent qu'un espace-temps “physiquement pertinent” admet
un champ de tétrades orthonormales. Nous avons prouvé que cette derniere hy-
pothese suffit & assurer que chacun des deux fibrés vectoriels tres simples suivants :

» le fibré trivial V x C*;
» le fibré tangent complexifié TcV,

est un fibré spinoriel au sens de Trautman [J. Geom. Phys. 58, 238- (2008)] —
i.e., en gros, il existe un champ global v tel qu'une forme intrinseque de la relation
d’anticommutation usuelle soit vérifiée, ce qui permet donc de définir localement
des champs y* se recoupant correctement dans des ouverts qui s’intersectent.

L’existence de ces deux réalisations explicites tres simples d'un “fibré spinoriel”
nous permet de définir deux classes principales d’équations de Dirac: les équations
QRD (pour “Quadruplet Representation of the Dirac” wave function), pour les-
quelles E = V x C%, donc v est un champ de quadruplets de complexes (ou 4-
scalaires) ; et les équations TRD (pour “Tensor Representation of the Dirac” wave
function), pour lesquelles E = TV, donc ¢ est un champ de 4-vecteurs complexes.
L’équation DFW est une équation QRD particuliere, pour laquelle la connexion
D sur E =V x C! dépend du champ v (ou, de maniere équivalente, du champ
de tétrades) de telle fagon que Dy = 0. Pour 'équation alternative que j’avais
proposée antérieurement [[A39], la connexion est au contraire une connexion fixée
D sur E =T¢V,i.e. D ne change pas sous 'action d’une transformation de jauge
locale. J’avais alors proposé deux choix pour la connexion sur T¢V : la connexion
de Levi-Civita et une connexion dépendant d'un référentiel privilégié¢. D’autres
choix “naturels” peuvent étre proposés, mais le point important est qu’on peut
écrire une équation de Dirac des qu’on a une connexion D sur TcV, ou encore
sur V x C*. (Toutefois, avec une connexion fixée, les transformations de jauge
qui laissent I’équation de Dirac covariante ne sont pas connues a ’avance, mais
dépendent du champ ~ initial par I'intermédiaire d’'une EDP [all, [a2].)

Il devenait important d’étudier les relations entre les différentes équations de
Dirac possibles. Nous avons d’abord prouvé (1) que toute équation QRD est
équivalente a une équation TRD, essentiellement en passant du champ de bases
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canonique sur V x C* & un champ de bases global arbitraire sur TcV et en trans-
portant tous les objets a 'aide de cette transformation. Il n’y a donc pas de
différence essentielle entre les deux représentations, 4-scalaire ou 4-vecteur, de
la fonction d’ondes de Dirac. Nous avons ensuite étudié la relation entre les
équations de Dirac correspondant a deux connexions différentes D et D’ sur le
méme fibré spinoriel, E =V x C* ou E = TcV. Nous avons prouvé (2) que pour
tout choix du champ ~, I’équation de Dirac obtenue avec ce champ v et la con-
nexion D est équivalente (non seulement localement mais méme sur un domaine
assez “grand”) a I’équation de Dirac obtenue avec la connexion D’ et un certain
autre champ 7. La démonstration de ce résultat utilise un théoreme de Lax sur les
systemes hyperboliques symétriques. N tmporte quel choiz de la connexion con-
tient donc toute la variété possible des équations de Dirac sur un des deux fibrés
spinoriels disponibles, et méme [en vertu de (1)] sur les deux. En particulier, on
peut proposer le choix tres simple de la connexion “triviale” sur E = V x C*: celle
dont les matrices sont nulles dans le champ de bases canonique sur ce fibré trivial.
Nous notons QRD-0 I'équation QRD obtenue ainsi.

3.3 Optique géométrique pour les fermions dans un espace-
temps courbe [a5] b3

En considérant une “limite semi-classique” appropriée, les solutions d’'une équation
d’ondes quantique telle que 1’équation de Dirac dans un espace-temps courbe
doivent permettre de retrouver des trajectoires de particules classiques dans ce
meéme espace-temps. Il existe un certain nombre de travaux sur la question.
Toutefois, le sens physique des approximations faites et des définitions perme-
ttant d’associer des trajectoires classiques a certaines solutions de 1’équation de
Dirac ne semble pas completement clair. Ainsi, dans 'approximation WKB, on
fait tendre h vers zéro. Le sens physique de cette limite n’est pas immédiat,
puisque £ est une constante (dépendant des unités). Dans le travail d’Audretsch
[J. Phys. A: Math. Gen. 14, 411 (1981)] basé sur I'approximation WKB pour
une particule libre (comme la plupart de ces travaux), les trajectoires “vraiment
classiques”, i.e. les géodésiques, sont obtenues a 'ordre zéro en h. A cet ordre,
les matrices I',, de la connexion de spin n’interviennent pas, comme si a cet ordre
d’approximation ’espace-temps était assimilable a un espace-temps plat, alors que
la connexion de Levi-Civita intervient bien stur dans I’équation des géodésiques.
Nous avons appliqué [ah] & 1’équation de Dirac, dans un espace-temps courbe et
en présence d'un champ électromagnétique général, une approximation d’optique
géométrique proposée dans un contexte différent par Whitham. Cette approxima-
tion consiste simplement a négliger dans le lagrangien la variation de 'amplitude
x de la fonction d’ondes ¥ = ye? devant la variation de la phase (réelle) 0, i.e. a
admettre que
Dx < (D). 9)



Avant de la mettre en ceuvre, nous démontrons que toute équation de Dirac
générale , basée sur un champ v et une connexion D quelconque, est équivalente
localement & une équation de Dirac normale (1)) pour|la connexion triviale QRD—0),
i.e. a une équation de la forme

VT = — (10)
h

Ceci est obtenu notamment en annulant au moyen d’une transformation de jauge
la matrice I' = «*I';,, qui contient tout l'effet des matrices I', de la connexion
(générale) D sur I’équation de Dirac. Nous ne faisons donc aucune approximation
en écrivant le lagrangien avec I' = 0. L’utilisation de I'approximation de Whitham
@D nous donne alors un nouveau lagrangien. Nous obtenons les équations d’Euler-
Lagrange correspondantes. Apres un changement de variables suggéré par les rela-
tions de Broglie, nous avons un champ de 4-vitesse u* et une densité de probabilité
J. Les trajectoires du champ u* vérifient exactement les équations du mouvement
d’une particule classique dans le champ électromagnétique. Le courant J u* vérifie
exactement ’équation de conservation d'un courant [ab].

Inversement, on peut partir du hamiltonien d’une particule classique et, ap-
pliquant la correspondance classique-quantique, jobtenir I'équation de Dirac|: je
I’avais fait pour une particule soumise au champ électromagnétique dans 1’espace-
temps de Minkowski, ou pour une particule libre dans un espace-temps courbe.
Nous avons généralisé ces résultats a une particule soumise au champ électromagné-
tique et dans un espace-temps courbe [b3]. Nous avons d’abord défini un hamil-
tonien classique pour cette situation, en utilisant les résultats d’O. D. Johns (Ox-
ford Un. Press, 2005) sur les lagrangiens et hamiltoniens “traditionnels” (3-D)
et “étendus” (4-D). Nous définissons aussi a partir du lagrangien “étendu” un
4-covecteur “impulsion canonique” P,. La correspondance classique-quantique
consiste dans un premier temps a postuler les relations de Broglie sous la forme

P, = hK,, (11)

ou K,, = 0,0 est le covecteur d’ondes. On obtient alors [b3] I'équation de Dirac
par le méme procédé que précédemment [A37], [A39].

Revenant a I’approximation de l'optique géométrique pour I’équation de Dirac,
on déduit cette fois [b3] les relations de Broglie des relations exprimant le
changement de variables utilisé pour trouver des trajectoires classiques.

3.4 Une solution “conservatrice” du probleme de non-unicité
des opérateurs hamiltonien et énergie [a6]

La non-unicité des opérateurs hamiltonien et énergie, prouvée [précédemment [a2),|
signifie manifestement que, dans les équations de Dirac généralement-covariantes,
le choix de “jauge” (en l'occurrence, le choix du champ de matrices de Dirac
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v*) est trop large pour qu’on ait I'unicité de ces opérateurs (et celle du spectre
énergétique). Pour obtenir cette unicité, il semble donc qu'il faille restreindre les
possibilités de choix du champ +* (ou, de maniere équivalente pour DFW, du
champ de tétrades), d'une fagon cohérente et suffisante. Ce n’est pas une tache
facile. (En témoignent les tentatives successives d’autres auteurs, dont j’ai du
montrer dans ce travail qu’elles ne résolvent pas le probleme.)

Une premiere méthode de résolution de ce probleme peut étre proposée de
la facon suivante. Le hamiltonien et 'opérateur énergie sont définis dans un
référentiel donné [al] — cette derniére notion étant définie comme une
Id’équivalence de cartes| [a3]. Je montre que la donnée d’un référentiel F, en ce
sens précis, fixe un champ de 4-vitesse unique vp, et fixe aussi un champ unique
de vitesse de rotation g, a peu pres comme 'ont défini Weyssenhoff et Cattaneo.
Il est naturel d’imposer au champ de tétrades (u,) (o =0, ...,3) la condition que
le vecteur du genre temps de la tétrade soit la 4-vitesse du référentiel F : ug = vp.
Je définis géométriquement le champ de vitesse de rotation = de la triade spatiale
(up) comme un champ tensoriel sur la variété “espace” M munie d’'une métrique
riemannienne qui dépend du temps. Je prouve que tous les champs de tétrades
(uq) qui ont le méme vecteur du genre temps ug, et pour lesquels le champ = est
le méme, donnent lieu a des opérateurs hamiltonien et énergie équivalents. Deux
fagons naturelles de fixer le champ Z sont: i) 2 = Qp, et ii) E = 0. Chacun de
ces deux choix fournit donc une solution au probleme de non-unicité. Je prouve
que ces deux solutions ne sont pas équivalentes. Il est plausible que la premiere,
mais pas la deuxieme, conduise a un “couplage spin-rotation” tel que I'a prédit
Mashhoon. De plus, ces deux solutions ne sont pas aisées a mettre en ceuvre.
Enfin, au moins a cause de la condition ug = v, elles ne sont valables que pour
un référentiel F donné.

3.5 Une solution simple du probleme de non-unicité des
opérateurs hamiltonien et énergie [aT]

L’équation de Dirac originelle, celle proposée par Dirac, n’est valable qu’en rela-
tivité restreinte: en coordonnées cartésiennes dans I'espace-temps de Minkowski.
Dans cette équation, les matrices de Dirac +* sont constantes. Dans ce cas,
I'opérateur hamiltonien H est hermitien et donc coincide avec 'opérateur énergie
E, éq. @ Deux choix possibles pour les matrices v# s’échangent par une transfor-
mation de jauge (une transformation de similarité des v*) constante. 1’opérateur
H est invariant sous ces transformation de jauge “globales” [A40|. De méme,
pour I'équation DFW, une transformation de jauge constante (0,5 = 0) vérifie
la condition d’invariance du hamiltonien dans tout systeme de coordonnées et
conduit donc a un opérateur H équivalent a celui de départ H. Ceci est vrai aussi
pour lopérateur E. Cette invariance de H et E sous les transformations de jauge
constantes est vraie aussi pour ['équation QRD-0, mais elle ne I'est plus si I'on
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fait un autre choix de connexion. Est-il possible de restreindre le choix du champ
~* a une classe telle que deux choix quelconques dans celle-ci s’échangent par une
similarité constante S7 En définissant le champ +* par un champ de tétrades
orthonormales, ceci équivaut a demander que deux champs de tétrades possibles
s’échangent par une transformation de Lorentz constante.

Pour éclairer cette question, j’ai étudié un procédé général pour définir un
champ de tétrades orthonormales dans une carte (systeme de coordonnées) donnée,
dans laquelle la métrique est connue par sa matrice 4 x 4, G = (g,,,). Ce procédé
consiste, utilisant une suggestion de F. Reifler, a calculer la décomposition de
Cholesky (généralisée) de G, qui est unique. J'en déduis une tétrade unique,
définie par sa matrice dans la carte considérée. (Pour une métrique diagonale
quelconque, ce procédé se confond avec le choix classique de la “tétrade diago-
nale”.) Je montre néanmoins qu’en général ce procédé laisse entier le probleme
de non-unicité. La raison en est que deux choix possibles de la carte a 'intérieur
d’'un méme référentiel (ce dernier étant donné physiquement, et non la carte)
conduisent par ce procédé a deux tétrades différentes qui s’échangent par une
transformation de Lorentz dépendant, en général, du temps ¢t = 2°.

Cependant, on voit aussi que la transformation de Lorentz pourrait ne pas
dépendre du temps, a la condition que la métrique ait (dans une certaine carte)
la forme “diagonale spatialement isotrope” suivante:

(g) = diag(f, —h, —h,—h), f>0, h>0. (12)

Je prouve ensuite que s’il en est ainsi, alors, pour tout couple de choix possi-
bles de la carte dans laquelle la métrique a la forme , les deux “tétrades
diagonales” obtenues sont reliées par une transformation de Lorentz constante.
(La démonstration utilise un résultat de la théorie mathématique des milieux
continus en grandes déformations.) Il en résulte que ce procédé conduit, dans
tout systéme de coordonnées, et dans tout référentiel, & un opérateur H
unique et un opérateur énergie unique. Le probléeme de non-unicité est donc résolu
indépendamment du référentiel, et d’une fagon praticable. Je montre aussi que
la forme ([12]) est suffisamment générale pour les tests expérimentaux prévisibles.
Il se trouve que est précisément la forme postulée de la métrique dans le
référentiel privilégié, dans la théorie scalaire de la gravitation que j’ai proposée
antérieurement [A35]. J’y arrive ici par une voie entierement différente.

Dans ce méme travail [a7], j'indique pourquoi il ne me semble guére proba-
ble qu’il existe une telle résolution du probleme de non-unicité indépendamment
du référentiel pour une forme plus générale de la métrique. Je montre aussi
que le postulat d’existence d’une carte dans laquelle la métrique a une forme
imposée [quelle qu'elle soit, donc en particulier la forme (12)] est invariant par
difffomorphisme (isométrique). Enfin, je justifie ma restriction a la “premiere
quantification” : i) aux énergies faibles (qui sont pertinentes pour les expériences
de mécanique quantique dans le champ de gravitation et aussi pour la théorie
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des atomes du type hydrogene), on peut ignorer les états d’énergie négative, donc
I’équation de Dirac fait sens. ii) L’équation indique que c’est le tenseur énergie-
impulsion canonique t#, qui est pertinent, et donc que le tenseur énergie-impulsion
“quantique” (I'opérateur correspondant a t* en théorie du champ quantique) de-
vrait étre obtenu en “quantifiant” t#,. Mais montre aussi que la non-unicité
de l'opérateur énergie E due a l'influence du choix de jauge se propage a t*,.
La version quantique de ce dernier devrait donc elle aussi étre non-unique. iii)
Indépendamment de la question du choix de jauge, les développements rigoureux
en théorie quantique du champ de Dirac dans un espace-temps courbe ne sem-
blent pas encore avoir abouti a une théorie permettant de faire des prédictions
univoques des effets de mécanique quantique dans le champ de gravitation.
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